PSZCZELNICZE ZESZYTY NAUKOWE

ROK XIII, Nr 1—2—3 GRUDZIEN 1969

MATEMATYCZNE MODELE POPULACJI PSZCZOL ROZNYCH RAS

MATEMATUYECKHME MOJIEJBM IIOIIYJAALINNM NYEJ PA3HBEIX PAC

Leon Bornus i Michat Gromisz

Oddzial BPszczelnictwa IS

‘WPROWADZENIE

Charakterystyke wiekszej lub mniejszej populacji pszczoly miodnej
opieramy najczesciej na oqznaczeniu kilku cech, zwykle morfologicznych
a rzadziej biologicznych. Rézinice w wartosci tych cech pozwalaja na
wyodrebnienie ras czy typow pszczoly. Analiza poszczegoélnych cech od-
dzielnie utrudnia jednoznaczng ocene stopnia podobienstwa czy odrebno-
§ci zestawianych populacji pszczoly. Na przeprowadzenie charakterystyki
na podstawie zespolu cech pozwala natomiast metoda dendrytéw wro-
clawskich, opracowana w Instytucie Matematyki PAN we Wroclawiu
(Florek i inni 1951. Perkal 1953). Zostala ona wykorzystana w pra-
cach Oddzialu Pszczelnictwa IS nad badaniami morfometrycznymi pszczol
z obszaru Polski i z poza naszego kraju (Bornus, Demianowicz,
Gromisz 1966, Gromisz 1967a, 1967 b). Zastosowano jg z pew-
nym tez powodzeniem do okreslania stopnia podobienistwa pomigdzy kra-
jowymi liniami hodowlanymi pszczoél, zaré6wno w zwiazku ze zréznicowa-
niem geograficznym jak i w obrebie pojedynczych pasiek oraz miedzy
poszczeg6lnymi pokoleniami materialu selekcjonowanege (Bornus,
Gromisz, Weliczkow 1967).

Opracowanie matematyczno-statystyczne materialu do dendrytu wro-
clawskiego jest pracochlonne. Czesto przerasta mozliwosci przecietnej
placowki badawczej, nastawionej na prace o wybitnie uzytkowym zna-
czeniu. Poza tym metoda ta pozwala na opracowanie mozliwie dosé licz-
nego zbioru rojoéw, ale zamknietego. Wyklucza zatem mozliwosé dorazne;]
oceny pojedynczego roju. W celu uzyskania oceny takiego roju trzeba go
wlaczy¢ do zbioru rojéw 1 dopiero opracowanie matematyczne calego
zbioru dostarczy poszukiwanej informacji. W praktyce takie postepowa-
nje jest na og6l trudne do realizowania i bardzo kosztowne. Metoda den-
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drytow wroctawskich nie moze byé¢ zatem w pelni wykorzystana w hodo-
wli i w selekeji pszczot.

Wychodzac jednak z metody dendrytéw wroctawskich podejmujemy
probe opracowania wzoru na dorazng ocene pojedynczych rojéw pszczot
w stosunku do calej ich populacji. W naszych oznaczeniach uwzgledni-
lismy wylacznie cechy morfologiczne, lepiej od innych poznane i opra-
cowane, chociaz do charakteryzowania zbioru rojéw réwnie dobrze
nadaja sie cechy biologiczne. Do opracowania wybrano trzy typy pszczél:
Apis mellifica mellifica L., Apis mellifica carnica Pollm. i Apis mellifica
caucasica Gorb. aktualnie cieszace sie duzym zainteresowaniem na terenie
Polski.

MATERIAL I METODA

Material wzieto czesciowo z opracowania wcze$niej opublikowanego,
charakteryzujgcego pszczole krajowsg i pszczoly z dorzecza Dunaju
(Gromisz 1967 a). Ze zbioru 210 rojow porzadkowanych metoda wro-
clawskich dendrytow wybrano do tego opracowania dwie grupy po 22
roje kazda, jako typowe pod wzgledem morfologicznym dla A. m. melli-
fica i A. m. carnica. Trzecig grupe rojow A. m. caucasica stanowig
pszczoly od matek importowanych z ZSRR w 1968 r. Ogdlem wybrano
do poréwnania 66 rojow.

W charakterystyce morfologicznej pszczol uwzgledniono 5 cech: sume
szerokosci III i IV tergitu odwlokowego, dlugosé¢ jezyczka, dlugosé przed-
niego skrzydla, powierzchnie lusterka woskowego, indeks kubitalny. Do
obliczenn wykorzystano wartosci $rednie dla rojéw. Oznaczanie wartosci
$rednich oparto na pomiarach biometrycznych 30 egzemplarzy w 1 probie
pszczél z kazdego roju (Gromisz 1967 a).

Dla wszystkich trzech grup rojéw obliczono $rednie arytmetyczne (x),
Zmienno$¢ (S?) i standardowe odchylenia (S) kazdej cechy. Nastepnie
przeprowadzono normalizacje poszczegdlnych cech dla rojow wedlug
metody opracowanej przez matematykow wroctawskich (Florek i inni
1951, Perkal 1953) i stosowanej w opracowaniach populacji pszczoél przez
Oddzial Pszczelnictwa IS (Bornus, Demianowicz, Gromisz
1966, Gromisz 1967 a, b). W dalszej kolejnosci okreslano stopien podo-
bienstwa miedzy rojami zbioru na podstawie zespotu cech. Wskaznik
podobienstwa pojedynczej cechy symbolizowano przez y, natomiast $redni
wskaznik dla zespotu cech — przez y.

WYNIKI

Trzy grupy rojow, ktére przyjeto jako typowe dla Apis mellifica
mellifica L., Apis mellifica carnica Pollm i Apis mellifica caucasica
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Gorb., charakteryzujg sie nastepujacymi wartosciami 5 badanych
cech:

A. m. mellifica, A. in. carnica A. m. caucasica
X S X S X S

Suma szerokosci III i IV

tergitu mm 4,911 0,0469 4,665 0,0490 4,683 10,0574
Dlugos¢ jezyczka mm 6,107 0,0424 6,491 10,0632 17,046 0,0671
Dhlugo$é skrzydla mm 9,376 0,0656 9,201 0,0361 9,442 0,0447
Powierzchnia lusterka

woskowego mm? 2,733 0,0387 2,353 10,0624 2,293 0,0557
Indeks kubitalny 63,5 2,52 45,9 2,68 53,7 2,43

O roéznicach miedzy podgatunkami informuja wartoéci $rednie (%) po-
szczegblnych cech, a o ich zmiennoSci wewnatrz grup rojéw poszczeg6l-
nych podgatunkéw — standardowe odchylenie (S). W naszym opraco-
waniu zajmiemy sie przede wszystkim zmienno$cia cech pszczél we-
wnatrz podgatunkow.

Standardowe odchylenie daje wyobrazenie o ksztaltowaniu sie war-
tosci cechy w danej populacji pszezoly, ktéra w naszym przykladzie
reprezentuje proba zlozona z 22 rojow. Ckolo 68%0 rojow tej populacji
skupia sie przy s$redniej wartosci cechy dla catej populacji w odleglo-
$ci nie wiekszej na plus i na minus niz wartos¢ S. W granicach podwo-
jonej wartosci S miesci sie w przyblizeniu 95% rojow, a w granicach
35S — 99,7% (ryc. 1).

Rye. 1. Krzywa normalnego rozkladu cze-
stotliwosci pomiarow cechy ilo§ciowej

w populacji .

Curve of normal dispersion of frequency
of quantitative mark in the population
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Nie ulega watpliwosci, iz blizszy $redniej arytmetycznej jest roj od-
dalony od niej o wartos¢ S, niz réj oddalony o 2S. Wyrazenie odleglosci
liczbg wartosci S jest zatem miarg stopnia podobienstwa danego roju
w stosunku do sredniej arytmetycznej calej populacji. Przedstawione
wiec liczbowo podobienstwo réwne jest unormowanej wartosei (w) cechy
wedlug wzoru:

75



X— X

) _ —5 (1)
gdzie x — wyraza srednig arytmetyczng dla proby (populacji), a x —
warto$¢ cechy dla poszczegdlnych rojéw tej proby. Otrzymane wartosci
dla rojow jedmnej proby (populacji) zamykaja sie w 99,7% przypadkow
w granicach od —3 do +3. Obarczone sg zatem znakiem plus lub mi-
nus, w zaleznosci w jakim kierunku, dodatnim czy ujeminym, odchyla
sie wartos¢ cechy roju od Sredniej arytmetycznej dla proby (populacji).
Dla okreslenia stopnia podobienstwa kierunek odchylenia nie ma istot-
nego znaczenia. Na przyklad w grupie A. m. mellifica roje nr 13 i 43,
ktére maja wskazniki podobienstwa pod wzgledem dlugosci jezyczka
~0,9 i +0,9, znajdujg sie w zasadzie w takiej samej odleglosci, row-
nej 0,9 S od wartosci Sredniej dla préby. Wskaznik podobienstwa (w)
jest taki sam, i dlatego znak + lub — mozna pomijaé. Bedzie to mala
modyfikacja wzoru (1) na:

g (_X:S-_x_) (@)
Korzysci wynikajace z takiej adaptacji mozna zilustrowaé na przy-
kladzie. C
W grupie A. m. mellifica odleglos¢ roju nr 7 od wartosci Sredniej
obliczona wedlug wzoru (1) wynosi dla poszczegdlnych cech: dlugosci’
jezyczka 0,64, sumy szerokosci III i IV tregitu —1,16, dtugosci skrzy-
dta +1,00, powierzchni lusterka woskowego —0,37, indeksu kubital-
nego —2,10. Zastosowanie natomiast wzoru (2) daje w mnastepstwie
wskazniki podobienstwa pozbawione znaku plus czy . minus. Otrzy-
mujemy zatem nastepujgce wartosci z zachowaniem tej samej kolej-
nosci cech: 0,64; 1,16; 1,00, 0,37 i 2,10. Wartosci te mozna zsumo-

W=

waé i obliczyé przecietny wskaznik podobienstwa: y = ;— (0,64 + 1,16 +
+ 1,00 + 0,37 + 2,10) = 1,05. W. ten sposo6b jedna liczba wyrazamy
ocene miejsca roju nr 7 w populacji 4. m. mellifica, dokonang na pod-
stawie wartosci 5 cech morfologicznych.

Taki wskaznik podobienstwa (y) dla roju nr 7 mozna przedstawi¢
wedlug wzoru ogdlnego:

Y2 Gutyatoeeeen Yot yoh
gdzie n — wyraza liczbe cech, a oznaczenia przy y od 1 do n — ko-
lejng ich numeracje od cechy 1 do n-tej. Wzér ten mozna rozwinac
jeszcze dalej, korzystajac z wzoru (2), majgcego postac y = X'S_X
Otrzymamy wtedy: ’
e i =i B
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Wedlug tego wzoru obliczono wskazniki podobienstwa (§) dla poszcze-
golnych rojow w kazdej z trzech grup populacji rasowych. Ro6j nr 7
uzyskal na przyklad 3; = 1,05, pozostale roje w grupie A. m. mellifice
od ; = 0,28 do ;r = 1,39. Zestawienie wynikow takiego obliczenia dla
wszystkich rojow przedstawia sie nastepujgco:

0—1,0 1,1—2,0 2,1-3,0

A. m. mellifica 19 3 —
A. m. carnica 20 2 —
A. m. caucasica 17 5 —_

W zadnej grupie rojéow podobienstwo nie przekracza wskaznika 2,0.
W populacjach szerszych, ktoére reprezentuja nasze proby, jest mozliwe
wieksze réznicowanie sie wskaznikéw, praktycznie do 3,0, jakkolwiek
rojow o wskaznikach od 2,0 do 3,0 spotyka sie malo, okolo 32% przy
ocenie na podstawie pojedynczej cechy. Prawdopodobienstwo znalezienia
w populacji roju o wskazniku podobienstwa wiekszym od 3,0 jest bardzo
male (okolo 0,03%0 rojow), zmniejsza sie ono jeszcze w miare powiek-
szania zespolu cech badanych (ryc. 2). O ile zatem dany ro6j legitymuje
sie wskaznikiem podobienstwa przekraczajagcym warto$¢é 3,0, mozemy
$miato kwestionowaé¢ przynaleinosé¢ jego do okreslonej populacji. Ryzyko
pomylki jest tym mniejsze, im wartos¢ wskaznika podobienstwa jest
wyzsza od 3,0.
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value of affinity coefficient

Ryc. 2. Rozklad wskazniké6w podobienstwa a) teoretyczny w po-
pulacji i b) w probie obliczony dla A. m. mellifica

Dispersion of affinity coefficient a) theoretic in the population
b) calculated in the sample for A. m. mellifica
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Interpretacja taka ma duze znaczenie praktyczne. Pozwala na okre-
Slenie stopnia podobienstwa dowolnego roju w stosunku do populacji,
ktérej cechy sq opracowane matematyczno-statystycznie na podstawie
badania odpowiednio licznej grupy (proby) rojow ja reprezentujacych.
W obliczaniu wskaznika podobienstwa takiego roju nalezy wykorzystac
wartosci $rednie i standardowe odchylenie cech, charakteryzujgce calg
populacje. Staje sie tu pomocny wzér (3). Majac przebadang dostatecz-
nie reprezentatywng liczbe préobek okreslonej populacji pszczoly, mozna
na podstawie naszego wzoru obliczen przedstawi¢ model ogélny dla tej
populacji, w stosunku do ktérego latwo jest okresla¢ wskaznik podobien-
stwa kazdego dowolnego roju. Dla naszej przykladowej grupy A. m. mel-
lifica model obliczeniowy przybiera postaé nastepujaca:

o 1[x—4,911 x;— 6,107 x,— 9,376
Y= 5 [ 0,0469 J+[ 0,0424 + 0,0656 +
Xy — 2,783 Xy — 63,5
+ [ 0,0387 ] + [ 2,62 ]

Po wykonaniu dziatan otrzymamy:
y = [4,2644 - x,—20,9425] + [4,7170 - x,—28,8067] + [3,0488 - x,—
—28,5855] + [5,1679 - x,—14,1239] + [0,0794 - x,—5,0419] 4)

Numeracje cech, w naszym przykladzie od 1 do 5, zastgpiono symbo-
lami: t — suma szerokosci III i IV tergitu odwlokowego, j — dlugosc
jezyczka, s — dlugos¢ skrzydla, w — powierzchnia lusterka woskowego,
k — indeks kubitalny. Symbol x oznacza warto$¢ cechy ocenianego roju.
W taki sam sposéb wyprowadzone modele dla dwoéch pozostalych grup
pszczot naszego przykiladu przedstawiajg sie nastepujgco:

model A. m. carnica

y = [4,0816 - x,—19,0407] + [3,1645 - x;—20,5408] + [5,5402 - x,—
— 50,9754] + [3,2051 - x,—7,5416] + [0,0746 - x,—3,4241] (5

model A. m. caucasica
} = [3,4843 - x,—16,3170] + [2,9806 - x;,—21,0013] + [4,4743 - x,—
— 42,2463] + [3,5907 - x,—8,2335] + [0,0823 - x,—4,4195] (6)

Dla zilustrowania przydatnosci tego rodzaju modeli w systema-
tycznym okre$laniu rojéw sprébujemy poréwnaé wskaznikami podo-
bienstwa podane w naszym opracowaniu podgatunki. W tym celu po-
jedyncze roje o S$rednich wartoSciach cech grup A. m. carnica
i A. m. caucasica podstawiamy do wzoru (4), charakteryzujacego grupe
A. m. mellifica. R6j z grupy A. m. carnica uzyskuje wskaznik podo-
bienstwa y = 6,73, a r6j z A. m. caucasica y = 8,65. Oba wskazniki sg
znacznie wigksze od 3,0, a wiec trzeba wykluczy¢ przynalezno$é¢é tych
rojow do grupy A. m. mellifica. Podobne obliczenia wykonane na pod-
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stawie wzoréw (5) i (6) z odpowiednim doborem rojow z 2 pozostalych
podgatunkow pszczol informuja:

model A.m. carnica: roj A.m. mellifica — 3725,72
r6j A.m. caucasica — y=3,94
model A.m. caucasica: roj A.m. mellifica — y=6,27
réj A.m. carnica — y=3,67

Odrebnosé tych populacji w stosunku do modelu wyjsciowego zaznacza
sie wiec wyraznie. A
Na podstawie tych samych trzech modeli sprobujemy dokonaé¢ oceny
rojow z pasiek: a) A. Koperwasa w Bilgoraju, b) A. Pely w Lublincu,
i c) Oddziatu Pszczelnictwa IS w Dabrowicach. Wartos¢ cech tych rojow
jest nastepujaca:

Nr t j S w k
~ roju

a) 1 4,980 6,111 9,688 2,796 62,0
2 4,947 6,141 9,405 2,932 58,6
3 4,783 6,131 . 9,422 2,747 60,7

b) 1 4,745 6,516 9,463 2,388 44,0
2 4,692 6,297 9,421 2,332 54,6
3 4,708 6,313 9,234 2,331 45,7

c) 1 4,549 7,023 9,338 2,505 60,9
2 4,526 7,089 9,377 2,404 59,6
3 4,648 6,819 9,471 2,230 61,5

Wskazniki podobienstwa dla poszczegélnych rojéw obliczone wedtug wzo-
row (4), (5) i (6) ksztaltuja sie nastepujaco:

Roje Model Model Model
A.m. mellifica A.m.carnica A m. caucasica
a) 1 1,40 7,25 6,96
2 1,82 6,19 6,48
3 1,09 5,21 5,37
b) 1 6,23 2,11 3,03
2 4,87 2,66 3,83
3 5,76 1,01 4,00
c) 1 7,37 4,52 2,35
2 8,29 4,62 1,85
3 7,53 4,16 1,80

U. A. Koperwasa znajduje sie¢ pszczola krajowa, u A. Pely — krainska,
a w Oddziale Pszczelnictwa IS — kaukaska. Przykilad ten wskazuje, ze
przynalezno$¢ rasowg na podstawie proponowanych modeli okresla¢ nie
trudno.
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WNIOSKI

Zaproponowana metoda typowych modeli dla oddzielnych fenoty-
poéw pszczoly miodnej, okreslajgca bez trudu wskazniki podobienstwa
dowolnie wybranej populacji do bardziej ogélnego typu albo rasy geo-
graficznej, nadaje sie do praktycznego zastosowania na skale masows.
Warunkiem jest jedynie wykonanie odpowiedniej liczby pomiarow, aby
wiernie okresli¢ cechy tej szerokiej populacji (stworzyé model), w sto-
sunku do ktérej poré6wnywane beda wszystkie dowolnie wskazane roje.

Oparcie sie na metodzie matematycznej dendrytéw pozwala w jed-
nakowym stopniu postugiwaé sie w poréwnaniach cechami morfologicz-
nymi jak i biologicznymi.

Metoda modeli daje sie z powodzeniem zastosowaé¢ do pordéwnan
bardzo podobnych populacji, spokrewnionych dos¢ sScisle, a tym-samym
moze stuzy¢ hodowli w zakresie okreslania zblizenia, oddalania lub nie-
zmiennoSci wartosci cech pokolen selekcjonowanych w stosunku do
wyjsciowej grupy pszczol.
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MATHEMATICAL MODELS OF BEE POPULATION OF DIFFERENT RACES$

I. Bornus and M. Gromisz
Summary

Any populations of honey bee can be characterized on the bases of its mor-
phological and/or biological features. Morphological characters were more tho-
roughly investigated, and they enable a more accurate and objective measure-
ments. However, comparing of separate characters independently yealds no satis-
factory results, because of multiway variability among bee races and breeding
lines. Thus, there is a need for a statistical method that should integrate various
dimensions to a simple coefficient of affinity.

Our laboratory for year applies such a method to valuate bee colonies and
breeding lines. It has been named by the authors as ,dendrite method”. This
method is most suitable for arranging of large collections of samples represen-
ting f. e. population of a country or greater a geographical region. Certain ele-
ments of the method however can be used to elaborate a standard population
model (a standard population of a country for example). Any colony can be sub-
squently compared to this standard population by means of a simple statistical
computation.

Selected data for 3 geographical bee races are used to illustrate the computing
procedure (tabl. 1). Each number is based on 2200 measurements (total 66 sam-
ples consisting of 100 worker bee each). The following characters were measured:
csize of worker bee, expressed as sum of width of III-rd and IV-th abdominal
tergites, thé length of the tongue, the length of the front wing, surface of wax
plate on the IV-th abdominal sternite, the cubital index. Average (x) and stan-
dard deviation (S) values calculated in the usual way and are listed in the
table. [

'
\

Table 1
A.m. mellifica | A.m. carnica | A.m. caucasica
Caharacters — - =
X S l X | S \ X ’ S
,a*  Sum of widths of IIT and
IV terg. in mm 4911 0,0469 | 4,065 0,0499 | 4,683 0,0574
,b” Length of tongue mm 6,107} 0,0424 | 6491 0,0632 | 7,043| 0,0671
,c” Length of the front wing
in mm 9,367 | 0,0656 | 9,201 0,0861 | 9,442 | 0,0447
,d” Surface of wax plate on
IV stern. in mm? 2,733 10,0387 | 2,363 | 10,0624 | 2,293| 0,0557
,e” cubital index 63,5 2,52 45,9 2,68 53,7 2,43

Further computation is based on the properties of standard deviation, and
particularly on the statement that the interval *3b includes about 99,7% indivi-
duals of a population with zero mean and unit standard deviation. The coeffi-

cient of affinity between two populations in respect to a single character is defi-
ned as:

6 — Pszczelnicze zeszyty — 1969
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where x and S are the average and standard deviation values of the character
in general population (f. e. representing A. m. m. in our research), and x is the
character value in the tested sample population (f. e. a colony). The obtained

coefficient expresses the numerical distance between the model population and
the tested one in standard deviation units. The formula yealds a results with
the (+) or (—) sign of course, which can be ignored if necessary.

If more than one character are considered, the population affinity coefficient
can be defined as an arithmetical mean of all character affinity coefficients

according to the formula:
fiee L 2 b (x,_—_ }1 )
n - S,

where n = number of investigated characters, and brackets indicate that (4)
and (—) sign are to be disregarded.

For example colony No 7 of the A. m. mellifica group in comparing to the
general population show the following character affinity coefficient (ff: a = —1,16;
b= +064; ¢c= +1,00; d=—0,37; e=-—2,10). If (+) and (—) signs are ignored,
the sum amounts to 5,27, which divided into 5 (number of characters) yields
the population affinity coefficient f= 1,05. The calculated coefficient is very
small in this case and expresses close affinity of the colony No 7 to the general
population A. m. mellifica.

Those formula can be written in the developed form:

1 X, — X, X, — X X; — X
f=._( A 1)—}—(2 2)—1—( 3 ‘) and so on
n S, S, S, R )
1f we substutite actual character values from table 1 for x’-s and S’s we obtain

3 models each suitable for comparison any colony with one of the three popu-
lations (geographical races).

Model 1 — for A. m. mellifica

Fi= (4,2644 - x,—20,9425) + (4,7170 - xp,—28,8067) + (3,0488 - x—28,5855) +
+ (5,1679 - xq—14,1239) + (0,0794 - x,—5,0419)

Model 2 — for A. m. carnica

F = (4,0816 - x,—19,0407) + (3,1645 - xp—20,5408) + (5,5402 - xc—50,9754) +
+ (3,2051 - xg—7,5416) + (0,0746 - x¢—3,4241)

Model 3 — for A. m. caucasica

F = (3,4843 - x,—16,3170) + (2,9806 - xp—21,0013) + (4,4743 - x—42,2463) +
+ (3,5907 - x4—8,2335) + (0,0823 - xe—4,4195)

The next step will be to insert numerical values of characters in a tested
population for x’s and compute the population affinity coefficients.

Let us for illustration consider a colony of the A. m. carnica group with the
following character values: a = 4,065, b = 6,491, ¢ = 9,201, d = 2,353, e = 45,9. Sub-
stituting these values into the model 1 (for A. m. mellifica) we receive the popu-
lation affinity coefficient F = 6,73, which considerably larger than 3 and indi-
cates very little affinity between the compared populations. The coefficient cal-
culated for A. m. caucasica colony in relation to the A. m. mellifica model popu-
lation amounts to F = 8,65, which indicate even greaten phenotic distance than
that between A. m. carnica and A. m. mellifica. In this manner one can pi'ocess
data for any colony to establish its phenotic relation to each of model popula-
tions.

82



The described method allows to compare bee populations on the basis of-
many number of morphological characters and/or biological features, economical
ones e.t.c. The method is suitable for establishing racial relation of a colony
as well as for comparing productivity of colonies descending from sisteralyqueens,
for investigating of characters inheretance in subsequent generations of a selected
breading line e.t.c.

The objectiveness end axactness of the estimates obtained in this method

are very high degree.



